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摘要：高压直流输电线路的标称电场计算是其电磁环境分析的基础。考虑输电线路下方不平坦地形影响，

文中提出一种快速填充矩阵元素的自适应边界元计算方案，其根据计算结果估计后验误差，从而可自适应

的划分边界单元。为避免在自适应计算过程中反复计算矩阵元素，文中采用自适应叉积近似方法加速矩阵

元素的填充，降低了计算存储的要求，同时，采用了预条件处理技术，提高了边界元方程组迭代求解器的计

算效率。数值算例证明了文中方法的正确性和有效性。文中方法可为分析高压直流输电线路在复杂地形

条件的电磁环境奠定基础。
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Nominal Field Calculation of HVDC Transmission Lines over an Irregular Terrain by Using
Fast Adaptive BEM
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Abstract: The nominal electric field calculation of HVDC transmission lines is the basis of its electromagnetic envi⁃
ronment analysis. Considering the effect of uneven terrain under the transmission line，an adaptive boundary element
method with rapidly filling matrix entries is proposed，which estimates the posteriori error based on the calculated re⁃
sults to adaptively mesh the boundary elements. In order to avoid repeatedly calculatingthe matrix elements in the
process of adaptive iterations，this paper uses the adaptive cross⁃product approximation method to accelerate filling
matrix elements，which can reduce the requirements of computational storage. Meanwhile，a pre⁃conditioning tech⁃
nique is utilized to improve the computational efficiency of the iterative solver. Numerical examples prove the correct⁃
ness and validity of the method proposed in this paper. This method can establish a foundation for analyzing the elec⁃
tromagnetic environment of HVDC transmission lines with complex terrain siutations.
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0 引言

直流输电线路的标称电场、离子流场的分析和

计算是确定线路走廊宽度的因素之一 [1-6]。不考虑

直流限流导线电晕，直流线路分裂导线表面电场强

度(导线表面标称电场强度)计算是计算其离子流场

等电磁环境问题的基础。这是因为考虑导线表面

电晕时，根据Kapuzov电晕状况的假设[7-8]，导线表面

标称电场强度决定了导线的电晕情况下的边界条

件。一般来讲，直流线路的导线表面电场强度是在

假设大地是平坦地线情况下计算的 [9-10]。高压直流

输电线路长度一般在 1 000 km以上，线路走廊不可
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避免经过地形不平坦地区，如峡谷和山区，此时的

导线表面标称电场强度和地面附近电场强度的计

算未见有报道。

为了简化起见，考虑与输电线路垂直的横截面

的电磁场问题，容易理解，这是一个具有开域边界

的二维静电场问题，边界元方法 (boundary element
method，BEM)适合求解此类问题。导线的尺寸相对

于地面起伏地线而言，几何上相差有两个数量级；

BEM不必处理无穷远边界，且离散单元只集中在导

线表面和起伏大地表面，从而整体上计算量较小。

BEM基于积分方程形成代数方程组，系数矩阵是稠

密满阵，因此，BEM方程组的形成和求解需要较长

的计算时间 [11-13]。为了解决上述问题，通常采用迭

代型的代数方程求解器对方程组进行求解，例如，

稳定双共轭梯度方法 (bi ⁃ conjugate gradients stabi⁃
lized，BiCGStab)或者广义最小残数方法 (generalized
minimal residual，GMRES)[14-15]。这些求解器涉及矩

阵和向量相乘运算，必须有高效的数值方法处理这

类运算，才能实质性提高迭代型求解器的计算效

率 [16-18]。近年来，出现了多层多极子技术(multilevel
multipole method，MLFMM)、H⁃矩阵方法(H⁃Matrix)和
自适应叉乘近似方法 (adaptive cross approximation，
ACA)[19-21]，这些技术有效地加速了矩阵和适量的相

乘运算，广泛应用于各类迭代型求解器中。其中，

ACA方法获得了广泛关注 [21]，主要原因是其计算方

法简单，并且其不涉及积分核函数的具体形式，完

全是一种代数形式加速。

1 计算方法简介

1.1 Galerkin处理的边界元方法

直流输电线路下方具有不平坦地形计算场域

示意图见图 1，以正负极导线的中心线和地面为轴，

建立坐标系。设直流输电线路子导线所在区域为

Ωi，无限远边界为Γinf，不平坦地面为Γe，计算区域为

Ωi，其是将Γinf和Γe围成的区域去除了Ωi后剩下的部

分。图 1中，n表示外法线。

图1 不平坦地形电场求解区域和坐标系示意图

Fig. 1 Geometry of a HVDC transmission line over an
irregular terrain and the co⁃ordinate system

不平坦地线上方电场电位的边值问题为：

∇2φ = 0 in Ω (1)
|φ
Γcond, i

=φi onΓcond，i (2)
|φ
Γe
= 0 (3)

|φ
Γinf

= 0 onΓe，Γinf (4)
式(1)-(4)中：Γcond，i表示第 i个导体边界；φi为高

压直流输电线路子导线上的额定电压，是已知值。

根据格林公式，对于边界上任意场点 p，有如下

积分方程
ωp

2πφp = ∫
Γ

[φ cos(r̂, n̂)
2π r

+ ∂φ
∂n 12π lg(1

r
)]dΓ ， (5)

式(5)中：p∈Γe+Γcond；ωp是 p点对边界的张角。

将输电线路子导线表面和不平坦大地表面划

分成若干线段，选取线性基函数，并对其采用

Galerkin方法进行处理，可以获得各节点处电位φ和

电位法向导数 ∂n 之间的关系为

[G][∂nφ] =[H][φ] (6)
式(6)中，由于Galerkin方法特点，系数矩阵[G]和

[H]都是对称稠密的，其元素为：

Gij = ∫liNi(ξ)dξ∫ljNj(ζ) 12π lg(1
r
)dζ (7)

Hij = ∫liNi(ξ)dξ∫ljNj(ζ) cos(r̂, n̂)2π r
dζ (8)

式(7)、(8)中：Ni是线性基函数；r是场点和源点之

间的距离；li和 lj是第 i段和第 j段线段。根据边界元

的原理，在一定条件下，无限远边界处积分项贡献

为零，在计算中不必考虑。在实际处理时候，Γinf需

要足够远，即图 1中的R需足够大，根据双极导线电

位远场的特点，R可采用式(9)估计
π
R[ ]lg(R) + 1 < ε (9)

式 (9)中，ε是预先指定的数值误差，通常取

1×10-3。

1.2 采用ACA方法填充非对角矩阵

在边界上划分若干段后，式(6)实际描述了各段

之间的电位和电位法向导数之间的电磁耦合关

系。从物理上讲，各段对自身的影响是最大，两段

之间的耦合随着距离的增大而减弱。式(7)、(8)的积

分核的表达式也反映了这一物理耦合的特点，据

此，将[G]和[H]进行矩阵分解：

[G] =∑
i

[GΓi,Γi
] +∑

j, i≠ j

[GΓi,Γj
] (10)

[H] =∑
i

[HΓi,Γi
] +∑

j, i≠ j

[HΓi,Γj
] (11)

式(10)、(11)中：[ GΓi,Γi
]和[ HΓi,Γi

]表示第 i段边界

对其自身积分的贡献；[ GΓi,Γj
]和[ HΓi,Γj

]表示第 i段
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边界和第 j段边界之间的相互耦合。如所周知，边

界元矩阵是稠密的满阵，如果逐个计算式(10)和式

(11)中的元素，需要耗费较多计算时间。

对[ GΓi,Γj
]和[ HΓi,Γj

]采用ACA方法近似，有：

[GΓi,Γj
]m × n ≈[UG,Γi,Γj

]m × p ×[UG,Γi,Γj
]p × n i≠ j (12)

[HΓi,Γj
]m × n ≈[UH,Γi,Γj

]m × q ×[UH,Γi,Γj
]q × n i≠ j (13)

式(12)、(13)中：m和 n分别是边界Γi和Γj上的分

段数；p和 q分别是矩阵[ GΓi,Γj
]mn和[ HΓi,Γj

]mn采用近

似的阶数。对于图 1所示的系统，由于非对角元的

各边界段之间在空间相隔较远，因此，p和 q的数值

远小于m和 n。因此，式(10)和式(11)右端的计算复

杂性为 O(p(m+n)) 和 O(q(m+n))；而其左端的复杂性

为O(m×n)。可见，采用ACA后，矩阵元素的计算复

杂性下降，这将带来两个好处：一是计算时间的减

少；二是对计算机存储要求的降低。

文中采用GMRES方法对式(6)进行求解。GMRES
对于良态方程组具有良好的收敛特性，因此，在实践

中，需要对式(6)中进行预条件处理，以保证式(6)的收

敛。式(10)和式(11)中对角元矩阵[ GΓi,Γj
]和[ HΓi,Γj

]
代表边界段之间的最强的物理耦合，因此，对角元

矩阵可作为预条件矩阵对式(6)运算为

[GΓi,Γj
]-1[G][∂nφ] =[GΓi,Γj

]-1[H][φ] (14)
式(15)中，符号[ GΓi,Γi

]-1表示[ GΓi,Γi
]的逆矩阵。

在数值实现上，只需对其对角元素取倒数即可。

1.3 自适应边界元方法计算步骤简介

根据前述BEM的计算公式，文中自适应边界元

方法的计算步骤如下：

1)产生初始化网格，计算初值。根据边界的几

何特征，产生边界上的初始化网格，根据式(14)获得

边界元方程组。利用 GMRES(20)方法求解式 (14)。
GMRES(20)表示重启的最大次数为 20。

2)局部误差估计与网格细分。根据步骤 1)中获

得的节点电位法向导数值，对边界上任意 3个连续

的节点，分别采用线性基函数和二次基函数恢复边

界上电位法向导数，比较两种基函数恢复的电位法

向导数值，得到局部后验误差。对于该后验误差大

于指定误差的边界单元，细分网格，获得新的边界

网格[22]。

3)基于更新后网格，重新计算式(6)。对于新产

生的边界网格，根据式(14)，重新计算边界上的电位

法向导数。

4)自适应过程的终止。比较前后两次计算结

果，直到前后计算结果的差异小于指定的阈值。

上述计算步骤是非常高效的，原因在于：①对

于每一次计算，计算过程采用ACA算法，并不需要

计算整个稠密的边界元方程组系数；②由于采用了

自适应计算策略，计算所需要的网格数较为合理；

③采用了带有重启动性能的GMRES(20)，方程组具

有快速收敛特性。

2 数值算例

2.1 解析算例(半圆柱地面上方导线电场)
选取半圆柱地面上方的带电导体产生的电场

验证算法，其坐标示意图见图 2，其具体参数如下：

导线的对地电压为 100 V；导体半径 a1=0.5 m；半圆

柱地形半径 a2=5 m；导体的高度H=8 m；设定场点校

验线 AB，其起点和终点的坐标为 (-50，50.1) m 和

(50，50.1) m。对于图 2的算例，空间任意点处的电

场强度采用镜像法求解 [23]，设置镜像情况见图 2，镜
像点的设置在 y轴上，其中 c1 = 7.95 m；c2 = 3.15 m。

采用镜像法和文中方法计算线段 AB上的电位和导

线表面的电场强度。容易理解，如果设 a2=0 m，则此

算例退化为平坦大地情形。

图2 半圆柱地形上方导线布置示意图

Fig. 2 A line conductor over a half⁃cylindrical ground

线段 AB上解析结果和文中数值计算电位的比

较，设置了半圆柱地面和平坦地面两种情形见图 3；
导线表面电场强度随圆心角 a变化的比较见图 4，同
样，也设置了半圆柱地面和平坦地面两种情形。从

图 3、4比较可见，文中计算方法的正确性，其可用于

不平坦地形上方HVDC输电线路产生的电场。

2.2 数值算例(峡谷中双回HVDC输电线路电场)
峡谷中双回高压直流输电线路坐标系示意图

见图 5，坐标原点位于地面。出于地面电磁环境限

值的考虑，双回直流线路同极导体布置在同一侧，

导线的电压等级为±800 kV。极导线设置为 4分裂，

子导线和地线的直径 d=0.4 m；其他几何参数如下：
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D1 = 10 m；D2 = 0.5 m；D3 = 20 m；H1 = 20 m；

H2 = 20 m；H3 = 40 m；D4 = 10 m；D5 = 15 m；D6 = 100 m；
D7 = 100 m ；H4 = 100 m；H5 = 20 m；b= 75°。设置地

面附近电位采样线段 CD，其坐标为分别 (-D4，1) m
和 (D5，1) m。

图5 峡谷中双回高压直流线路示意图

Fig. 5 A double⁃circuit HVDC transmission line in a canyon

电位采样线段 CD上考虑峡谷和不考虑峡谷影

响的电位分布情况见图6，由于峡谷中山体零电位的

影响，峡谷中线段CD上的电位明显低于平坦地形的

情况。对于分裂导线表面电场强度，选取 2号和 3号
导线表面电场强度，比较峡谷中和平坦地形两种情

况，计算结果见图 7。从图 7可见，两种情形下，导线

的表面电场强度有 10%的差别。对比图 6、7，可知

峡谷对电位的影响程度比其对导线表面电场强度

更大。

图6 平坦地形和峡谷地线线段CD上电位比较

Fig. 6 Potential comparison between the flat and the
irregular terrain along the checking line CD

图7 2号和3号导体平地和峡谷地形表面电场强度比较

Fig. 7 Comparison of the potential gradients on the No.2
and No.3 conductor surface in a canyon and with a

flat ground

为了说明文中方法的高效性，采用和不采用预

条件技术的边界元方程组采用GMRES(20)的收敛曲

线见图 8，采用了预条件技术后，GMRES(20)的收敛

效率提高大于两个数量级[24]。

图8 有无预条件处理的GMRES(20)收敛特性比较

Fig. 8 Convergence of GMRES(20) with and without

the preconditioner

在计算时间方面，由于采用了预条件技术，图 8
中算例的计算时间约为 2 s，而不采用预条件技术处

理，计算时间约为 180 s。容易理解，计算时间的缩

短主要是由于计算迭代次数的减少。

图3 半圆形地面和平坦地面线段AB上电位的比较

Fig. 3 Potential along the checking line AB with and
without a semi⁃cylindrical ground

图4 半圆形地面和平坦地面线段AB上电位梯度的比较

Fig. 4 Potential gradients on the surface of the line AB
conductor with and without a cylindrical ground
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3 结语

文中提出了一种自适应的边界元方法以计算

不平坦大地上方高压直流输电线路标称电场，其通

过后验的二次和三次插值差异决定计算误差，保证

了计算的精度。同时，为了加速矩阵元素的填充，

文中采用ACA方法计算非对角元素的贡献；为了提

高求解器的效率，选择对角元矩阵作为预条件矩

阵，采用 GMRES方法进行求解。通过和解析算例

的对比，证明了文中方法的正确性。同时，由于采

用了预条件技术，文中方法实现了方程组的求解的

快速收敛。

应当指出，文中自适应策略是建立在插值函数

的恢复技术基础上的，自适应终止的条件是两次计

算结果之差小于指定值，但是，此时并不一定能保

证此收敛的结果是“真值”，尚需寻找更符合物理约

束的自适应方法。

由于直流导线的电晕，高压直流输电线路的电

磁环境还涉及离子流场和合成电场的计算，文中方

法是其计算的基础。此外，当输电线路穿越小区时

候，文中方法可以考虑楼房的影响，快速估算存在

楼房情况下的小区的电磁环境。
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